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2009 年 9 月 26 日 第 2 回京都数学研究会（レジュメ作成：TaniR） 
テーマ： 巨大数論② 

 
 
 
【定義】原始帰納函数 primitive recursive function（原始再帰函数） 

＊以下で函数というときは、定義域、値域ともに自然数（ 0N ）の範囲のものだけを考える。 
＊全ての原始帰納函数の集合のことを（複雑性クラス）PR と呼ぶ。 
＊n 個の引数を取る函数（n 項演算）のことを n-ary と略記する。 
＊作用素 operator とは、函数を函数に変換する写像のことである。 
1° 定数函数 constant function：n-ary（0-ary と考える場合もある） 

0),,( 1  n
n xxcons L  但し nd0  

2° 後者函数 successor function：1-ary 
xxsuc c )( 〔 1� x 〕 

3° 射影函数 projection function：n-ary 

in
n
i xxxproj  ),,( 1 L  但し ni dd1  

4° 合成作用素 composition operator：m-ary と m 個の n-ary から n-ary を作る 
)],,([)],,(,),,,(),,,([: 11111 nnmnm xxhxxgxxgxxfC LLLLL o  PRggf m �,,, 1 L  

)),,(,),,,((),,( 1111 nmnn xxgxxgfxxh LLLL   但し nm d� 0,0  
5° 原始帰納作用素 primitive recursion operator：n-ary と(n+2)-ary から(n+1)-ary を作る 

)],,,([)],,,,(),,,([: 111 nnn xxrhxxqpgxxfP LLL o  PRgf �,  
),,(),,,0( 11 nn xxfxxh LL   

),,,),,,,((),,,1( 111 nnn xxmxxmhgxxmh LLL  �  但し nd0  
このとき、 f を基底函数 base function、 g をステップ函数 recursion step function と呼ぶ。 
また、g の第 1 項を帰納項 recursive argument、第 2 項を後退項 regressive argument と呼ぶ。 

6° 原始帰納函数の定義 
1°～3°の函数は原始帰納的である（これらを総称して始式という）。 
4°～5°の作用素によって原始帰納函数を有限回変換した函数もまた原始帰納的である。 
そして、このような函数のみが原始帰納的である。 

 
＊合成作用素（4°）の m, n＝1 の場合への特殊化 

)]([)](),([: xhxgxfC o  PRgf �,  
)())(()( xgfxgfxh o   特に )()( xgxf  のとき )()()( 22 xgxfxh    

 
＊原始帰納作用素（5°）の n＝1 の場合への特殊化 

)],([)],,(),([: xrhxqpgxfP o  PRgf �,  
)(),0( xfxh   

),),,((),1( xmxmhgxmh  �  
 
【定理】任意の自然数は原始帰納函数である。 
［証明］ 0),,( 1  n

n xxcons L は原始帰納函数。 PRmxxf n � ),,( 1 L と仮定する。 
]1)),,((),,([]),,(),([: 111 �  o mxxfsucxxgmxxfxsucC nnn LLL  PRfsuc �,  

よって PRmxxg n �� 1),,( 1 L も成立。（Q.E.D.） 
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【定理】加法 yxyxplus � ),( は原始帰納函数である。 
［証明］以下で定義される函数 ),,( 321 xxxg 、 ),( yxplus は原始帰納函数である。 

)),,((),,( 321
3
3321 xxxprojsucxxxg   

)()0,( 1
1 mprojmplus   

)),(,,()1,( nmplusnmgnmplus  �  
 

yxyxplus � ),( となることの数学的帰納法による証明。 
0)()0,( 1

1 �   xxxprojxplus  
kxkxplus � ),( と仮定（ k は任意の自然数）。 

)),(,,()1,( kxpluskxgkxplus  �  
仮定を用いて、 

)1()()),,((),,( 3
3 �� c� � � kxkxkxkxprojsuckxkxg  

以上から、任意の自然数 x に対して yxyxplus � ),( 。（Q.E.D.） 
 
【定理】ハイパー演算子の 2 変数函数表式 ),]([ yxnhyper は原始帰納函数である（但し yxn ddd 2,0,1 ）。 
［証明］数学的帰納法による。 

PRyxplusyxhyper � ),(),](1[  
PRyxkhyper �),]([ と仮定。 xyxprojyxg   ),(),( 2

1 と定義する（ PRg � ）。 
),](1[ yxkhyper �  

)))),]([]([,]([,]([ LL xxkhyperkhyperxkhyperxkhyper  
))))),]([),,(]([]([),,(]([),,(]([ LL xxkhyperxxgkhyperkhyperxxgkhyperxxgkhyper  

これは合成作用素によって原始帰納函数を有限回変換した函数だから、 
PRyxkhyper �� ),](1[  

以上から、 PRyxnhyper �),]([ 。（Q.E.D.） 
 
※このゆえ、全てのハイパー演算（乗法、冪乗、超冪、……）は原始帰納函数である。 

 
≪さまざまの原始帰納函数≫ 
＊乗法 xyyxtimes  ),(  

)()0,( 1 mconsmtimes   
)),(,()),(,,()1,( nmtimesmplusnmtimesnmgnmtimes   �  

＊冪乗
yxyxpower  ),(  

))(()0,( 1 mconssucmpower   
)),(,()),(,,()1,( nmpowermtimesnmpowernmgnmpower   �  

＊ k 番目のハイパー演算子の 2 変数函数表式 ),]([),( yxkhyperyxhk   但し yxk ddd 2,0,2 の場合 
),](1[)2,( mmkhypermhk �  

)),(,](1[)),(,,()1,( nmhmkhypernmhnmgnmh kkk �  �  
＊階乗 !)( xxbikkuri   

())()0( 0conssucbikkuri   
))(),(())(,()1( nbikkurinsuctimesnbikkuringnbikkuri   �  

＊超階乗 $)( xxurisugokubikk   
))(),(](4[)( xbikkurixbikkurihyperxurisugokubikk   
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≪変換回数の変数化≫ 
原始帰納がいかなる操作であるのかを考える。 

),),,((),1( xmxmhgxmh  �  
かかる原始帰納の漸化式において、 ),()( xmhmB  、 ),,()( xmygyC  と置けば、 

))(()1( mBCmB  �  
))0(()1( BCB  、 ))0(()))0((())1(()2( 2 BCBCCBCB    、 ))0(()3( 3 BCB  などとなって、けっきょく 

))0(()( BCmB m  
と書くことができる。すなわち、原始帰納とは、合成変換の回数を変数とする函数を作り出すような操作のことで

ある。変換回数を変数化することを「数えあげ」と表現する。原始帰納は合成変換を数えあげる。 
 
≪対角化 diagonalization≫ 
函数 PRc� に対して合成函数の列 nb を )())))(((()( xcxccccxb n

n   LL として定義する。ここで PRbn � となる

のは自明。各 xn, の値に対する )(xbn の値を table 形式で表示する。 
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次に、函数b を )()()( xcxbxb x

x   として定義すると、 )1()1( cb  、 )2()2( 2cb  、 )3()3( 3cb  などとなって、

この函数は上掲 table の対角線上の値を拾いあげたものに相当する。 )()( 1 xcxc mm �� であれば、 xn � において 
)()()()( xbxcxcxb xn

n  � となるから、b は全ての nb よりも急増加する函数である（対角線論法）。 
函数b は函数 c に対する合成変換の回数を数えあげている。かように、変換回数を数えあげることは、ある函数列 nf
の対角線上の値を拾いあげて、 nf の支配函数 f を構成することにほかならないから、これを対角化と表現する。 
 
※上記の方法で構成される、函数列 nb の支配函数b は、しかしながら合成変換の回数を数えあげているわけだから、

やはり原始帰納法の範疇であることに変わりはない。次に、原始帰納を対角化して、原始帰納変換の回数を数え

あげるような函数を構成し、そのような函数が原始帰納的でありうるかどうかを考察する。 
 
【定義】原始帰納函数の列 PRn �M を以下の通り定義する。 

)()(0 xsucx  M  
)()(1 xx x

nn MM  �  

1�nM は nM に対する合成変換の回数を数えあげており、 nM に原始帰納変換を 1 回施したものに相当する。 
Ex. xxsucxx xx 2)()()( 01    MM  

xxx xx �  2)()( 12 MM  
 
【定義】支配 domination（ ＊t ） 

1-ary 函数 )(xf が n-ary 函数 ),,( 1 nxxg L を支配する（ gf ＊t ）とは、 
,),,( 01 Nxx n �� L  ,0N��[  ))],,(max(),,(,,[ 111 nnn xxfxxgxx LLL d��[  

となることをいう。特に n＝1 の場合は以下の通り。 
,0Nx��  ,0N��[  )]()([ xfxgx d��[  
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【補題】（1） )(xx nM�  
［××］（2） )()()0,( xxxmn mn MM ����  
［××］（3） )()( yxyx nn MM d�d  
［証明］全て略。おおむね数学的帰納法による。（Q.E.D.） 
 
【定理】いかなる PRf � に対しても、ある適当な 0Nn� が存在して、全ての 0Nx�r に対して ))(max()( xxf n

rr Md
が成立する。このとき fn

＊tM も成立している。但し ),,( 1 kxxx L
r
 である。 

［証明］ f の構成にかんする数学的帰納法。 
1° f が始式のとき 

f が始式であるなら f＊t0M となることは自明。 
2° f が PRhhg m �,,, 1 L から合成されているとき 

))(,),(()( 1 xhxhgxf m
r

L
rr

 として、 meba hhg ＊＊＊ ttt MMM ,,, 1 L と仮定するとき、 fv
＊tM も 

成立することを示す。じっさい、 neba  ),,,max( L と置くと、 
)())(max(,),())(max(),())(max( 1 xhxxhxygy mnnn
rr

L
rrrr

ttt MMM  
となるから、 

))(,),(()( 1 xhxhgxf m
r

L
rr

  
)))(,),((max( 1 xhxh mn
r

L
rMd  

))(max()))(max(())))(max(,)),(max((max( 2 xxxx nnnnnn
rrr

L
r

MMMMMM   d  
))(max())(max( xx

n
rr

Md 〔∵ )max(2 xrd として補題（1）〕 
))(max(1 xn
r

� M  
ということが示され、 fn

＊t�1M が成立する。 
3° f が PRhg �, から原始帰納されているとき 

),),,((),1(),(),0( xyxyfhxyfxgxf rrrrr
 � とする。証明の第 1 段階として、 

),,()),,(max(),())(max( xyzhxyzxgx nn
rrrr

tt MM  
と仮定すると、 ),()),(max(:)( 1 xmfxmmT m

n
rr

t�M が成立することを示す（数学的帰納法）。 
)(),0( xgxf rr

  
)),0(max())(max( 1 xx nn
rr

MM  d  
よって )0(T は成立。次に、 )(kT を仮定すると )1( �kT も成立する。じっさい、 

),),,((),1( xkxkfhxkf rrr
 �  

)),),,((max( xkxkfn
rrMd  

)),)),,(max((max( 1 xkxkk
nn

rr�d MM 〔∵仮定 )(kT 、補題（3）〕 
)),1(max(( 1 xkk

nn
r

�d �MM 〔∵補題（1）〕 
)),1(max(2 xkk

n
r

� �M  
以上から、任意の自然数m に対して )(mT が成立することが示された。 
このゆえ、 fv

＊tM も示される。じっさい、 
),( xmf r  

)),(max(1 xmm
n

r�d M 〔∵ )(mT 〕 
))),(max(( xmm

nn
r

MM  
))),(max(())),(max(( 1

),max( xmxm nn
xm

nn
rrr

� d MMMM  
)),(max())),(max(( 2

111 xmxm nnn
rr

���  d MMM  
)),(max()),(max( 2

),max(
1 xmxm n

xm
n

rrr

��  d MM  
となって、 fn

＊t�2M が成立する。 
4° 以上から、数学的帰納法により、任意の原始帰納函数に対して定理が成立する。（Q.E.D.） 



 5 
≪原始帰納変換の対角化≫ 
上で定義した原始帰納函数の列 PRn �M について、各 xn, の値に対する )(xnM の値を table 形式で表示する。 
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次に、函数Mを )()( xx xMM  として定義すると、この函数は上掲 table の対角線上の値を拾いあげたものに相当し、

原始帰納を対角化している。すなわち、函数Mは原始帰納変換の回数を数えあげている。 
対角線論法により、函数Mが全ての nM よりも急増加することが分かる。然り而して、以下の定理が示される。 
 
【定理】函数Mは原始帰納函数ではない。 
［証明］背理法による。 

Mが原始帰納函数であると仮定する。すると、ある適当なn が存在して、 MM ＊tn となる筈である。 
ところで、 nMM ＊t である。なんとなれば、 xn � において 

)()()( xxx xn MMM  � 〔∵補題（2）〕 
となるから。 nMM z であるのに MM ＊tn かつ nMM ＊t 。これは矛盾。（Q.E.D.） 

 
すなわち、原始帰納を対角化して、原始帰納変換の回数を数えあげるような函数を構成すると、そのような函数は

あらゆる原始帰納函数の支配函数となり、一方でいかなる原始帰納函数も原始帰納函数によって支配されるから、

かかる函数はもはや原始帰納的ではありえないのである。 
 
【定理】アッカーマン函数は原始帰納函数ではない。 
［証明］アッカーマン函数が原始帰納変換の回数を数えあげていることを示せば必要充分。 

アッカーマン函数の漸化式は以下の通り。 
1),0( � nnAck  

)1,()0,1( mAckmAck  �  
)),1(,()1,1( nmAckmAcknmAck � ��  

ここで ),1()(),,()( nmAckngnmAcknf �  と置くと、 
))(()),1(,()1,1()1( ngfnmAckmAcknmAckng  � �� �  

)1())1(())1,(())0,1(())0(()( 1�   �  nnnnn fffmAckfmAckfgfng  
となって、g は f に対する合成変換の回数を数えあげている。合成変換の回数を数えあげるのは原始帰納。

したがって、 g は f に原始帰納変換を 1 回施したもの。 
このことは、かえりみて、 ),1( nmAck � が ),( nmAck に原始帰納変換を 1 回施したものであることを示し

ている。すなわち、変数m は原始帰納変換の回数を変数化したものである。 
以上から、アッカーマン函数は原始帰納変換の回数を数えあげている。（Q.E.D.） 

 
※同様に、ハイパー演算子の 3 変数函数表式 ),,( ynxhyper も原始帰納函数ではない。変数n が原始帰納変換の回数

を数えあげているからである。アッカーマン函数は全ての原始帰納函数を支配する。すなわち、いかなる PRf �
に対しても、 ))max(,()( xcAckxf rr

� となるような定数c が存在する。 
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≪原始帰納函数と一般帰納函数≫ 
原始帰納函数は全ての一般帰納函数 general recursive function の集合（複雑性クラス R）の真部分集合である。

一般帰納函数（または、たんに帰納函数）とは、原始帰納函数の条件 1°～5°にμ作用素（最小化作用素 minimization 
operator）を加えて定義されるもので、μ再帰函数とも呼ばれる。 
チャーチ＝チューリングの提唱とは、一般帰納函数のクラスを（チューリング）計算可能函数 computable function
のクラスと同一視しようというものである。この提唱を受け入れるならば、algorithm を示せる函数であるという

ことが、すなわち一般帰納函数であるということになる。 
複雑性クラス R は、合成、原始帰納、μの各作用素において閉じている。すなわち、計算可能函数にこれらの作用

素をどんな順番で適用しても、計算不能函数 non-computable function を構成することはできない。 
 
【定理】アッカーマン函数は一般帰納函数である。 
［証明］チャーチ＝チューリングの提唱を受け入れるならば、計算手順の存在を示せば必要充分。 

そして、計算手順が存在することは自明。（Q.E.D.） 
 
【定義】2 重帰納函数 double recursive function 

原始帰納変換を数えあげる作用素を 2 重帰納作用素と呼ぶ。 
2 重帰納函数とは、合成、原始帰納、2 重帰納の作用素によって始式を有限回変換した函数であって、2 重

帰納変換を少なくとも 1 回は含む函数のことである。 
 
≪アッカーマン函数は 2 重帰納函数である≫ 
アッカーマン函数は原始帰納変換を数えあげているから、2 重帰納函数である。 
アッカーマン函数の漸化式をながめてみよう。 

1),0( � nnAck  
)1,()0,1( mAckmAck  �  

)),1(,()1,1( nmAckmAcknmAck � ��  
第 3 式は、 ),1( nmAck � の値から )1,1( �� nmAck の値を求めている。すなわち、n についての原始帰納法が用い

られている。次に第 2 式を変形してみると、 
))0,(,1()1,()0,1( mAckmAckmAckmAck �  �  

となって、この式が )0,(mAck の値から )0,1( �mAck の値を求めていることが分かる。すなわち、m についての原

始帰納法が用いられている。 
かように、アッカーマン函数の定義は、まずn についての原始帰納法を用い、次に各n に対してm についての原始

帰納法を用いている。このことからも、アッカーマン函数が 2 重帰納函数であるということが分かろう。 
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